
第2节 贝叶斯分类方法  



一、贝叶斯分类原理 

一个例子：

   某汽车公司下属有两个汽车制造厂，如下表：

              厂名　　     产品份额　　　   次品率

    　　  甲厂　                  40%　　                    1%
　              乙厂　                     60%　　                      2% 

问：从公司生产的汽车中随机抽取一辆为次品，更

可能是哪个厂生产的？



条件概率:

    在参数 存在的条件下，事件 x  发生的概率

称为在  存在的条件下 x  发生的条件概率，并记

为：
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取：

   参数   1  = 甲厂出产

        参数  2  = 乙厂出产

        事件 x  =  出现次品

例子问题应求：p (1 | x )和 p (2 | x ) ，与条件概率不同。

        

        通过比较上述两个概率的大小，就可以知道次品

最可能是什么厂生产的。这就是贝叶斯分类的原理。



1. Bayes概率

1) 先验概率：

　　根据历史资料或主观判断所确定的参数 分布

概率   (  )，称为先验概率，或者主观概率。

本例中：

                    (1) = 0.4
                      (2) = 0.6           称为汽车出厂先验概率



2) 似然函数，联合概率密度：

   　在参数 存在的条件下，样本数据 x 的概率分

布情况，标记为 L (  ′) ，或者 p ( x |  ′)。
        当样本 x = ( x1,  x2,  …,  xn )的任意两个分量间

两两独立时，可以按下式计算：
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本例中，

                   p ( x |  1 ′) = 0.01
                   p ( x |  2′)  = 0.02

       为通过抽样调查后，获得的新的关于汽车出

厂样本的信息。



3) 联合概率：

　　综合先验分布  (  ) 和联合概率密度 p ( x | ′)，
可得到样本x 和参数 的联合分布概率，记为：

本例中，
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4) 边缘概率： 

        把联合分布概率对变量  积分，则得到关

于事件 x 的边缘概率 m ( x )，也称为全概率。

           

本例中，
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       因此，全概率(边缘概率)是“从原因推结果

”，即每个原因都对结果的发生有一定的作用

，从而在求取结果的时候需要对全部的子原因

引起的结果进行累加和。

每个i 都是产生
x 结果的原因1
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5) 后验概率： 

         利用Bayes公式，结合采样等方法获取了新的附

加信息，对先验概率进行修正后得到的更符合实际的

概率，也称为逆概率，标记为   (   | x ) 。

本例中，次品汽车出厂后验概率  ( 1 | x )和  (2 | x )
可以采用贝叶斯定理计算得出。 
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       该公式于1763年由贝叶斯(Bayes)给出。它是在

观察到事件 x 已发生的条件下，寻找导致 x 发生的

参数 的概率分布。

2. 贝叶斯(Bayes)公式



贝叶斯定理的意义在于：

         我们很容易直接得出 p ( x |  )，即在参数 出现的条

件下，事件 x 出现的条件概率。  但是，p (    |  x )  则很难

根据条件概率公式直接得出。贝叶斯定理则为我们提供了

根据先验分布  (  )和已观察到的样本数据 p ( x |   )来推

断参数 的分布 p (   | x )的方法。   
        对数据量大的问题十分适用，在云计算和大数据时代

再次成为研究热点。          　
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根据贝叶斯公式，可得：

 (1 | x)
 
 xm
,xh 1

  




 '|xp 11 

=
    











 '|xp'|xp 2211 

250
0206001040

01040 .
....

..









 (2 | x)
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        由于  (1  | x ) <  (2 | x )，所以次品汽车更有

可能出自乙厂。



      又例如：有三个箱子，分别编号为1,2,3，
1号箱装有1个红球4个白球，2号箱装有2红球

3白球，3号箱装有3红球.  某人从三箱中任取

一箱，从中任意摸出一球，发现是红球,求该

球是取自1号箱的概率 .
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记 i ={球取自i号箱}, i =1,2,3
      x ={取得红球} 求 (1|x)
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 (1)=1/3 =(2) =(3)
p(x|1)=1/5 p(x|2)=2/5 p(x|3)=1

由题可知：

=0.125



3. Bayes方法

(1) 用概率表示形式

          学习或其他形式的推理都是用概率规则来实现。

(2)Bayes学习结果

          表示为随机变量的概率分布，即对不同可能性的信任度。

(3)Bayes先验概率假设

        如果随机变量的先验分布未知，假设其服从均匀分布，即

参数在其变化范围内，取各个值的机会是相同的。



4. 连续函数的Bayes定理

       假定随机向量 x， 的联合分布密度是 h ( x,  )，边

缘概率为 m (x)。

         一般假设 x 是观测向量， 是未知参数向量。通过

对观测向量 x 采样，来获取对未知参数向量 的估计。

          连续型的Bayes定理表示为:      

其中， ( )是   的先验分布。

 








d|xp
|xp

xm
,xhx|

)()(
)()(

)(
)()(



5. Bayes方法对未知参数向量 的估计
       

1)  将未知参数  看成随机向量；(这是与传统估计

方法的最大区别)

    

2)  根据对参数  的知识，假设其先验分布 ( )；

           

3)  根据贝叶斯公式及观察样本 x，计算其后验分布

密度，对未知参数  进行估计。



二、Bayes问题求解过程

1. 先验分布的求取

      求先验概率分布是Bayes求解问题的第一步，也

是较关键的一步。

       设  为待估计参数，事件x = (x1, x2, ……, xn) 为

观测数据。 (  ) 是参数   的先验分布。



先验分布的选取原则：

ü共轭分布

ü杰弗莱原则 

ü最大熵原则



       如果先验分布采取共轭分布族的函数，则根据贝

叶斯公式计算得到的后验分布将会有与先验分布相同

的函数形式。

        共轭分布 —— 后验分布与先验分布属于同一分布

类型的分布。      



共轭先验分布的优势：

          从贝叶斯公式可以看出，由于p (x | ) 、m ( x ) 
项都没有参数 ，可以被当做正则化常数。

         此时， 的后验分布 ( | x) 正比于其先验分布 
 (  )，如果先验分布是共轭函数族里的函数，则可

以很快地补出所需的常数项，从而计算出后验分布。
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2) 最大熵原则

      熵的定义：  

        设随机变量 x 是离散的，它可取a1, a2, …ai, …, 个值，且p 
( x = ai ) = pi, i = 1, 2, … 则

                                                                               称为 x 的熵。

对于连续型随机变量 x ，它的概率密度函数为p ( x )。若积分：     

 有意义，则称其为连续随机变量的熵。
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        熵是信息论中描述事物不确定性的程度的一个概念。

如果一个随机变量只取与两个不同的值，

比较下面两种情况：
             
             (1)  p (x = a1) = 0.98      p ( x = a2 ) = 0.02
             (2)  p (x = a1) = 0.45      p ( x = a2 ) = 0.55

        很明显，(1)的不确定性要比(2)的不确定性小得多，

而且从直觉上也可以看得出当取的两个值得概率相等时，

不确定性达到最大。



最大熵原则：

       在没有先验知识的应用中，未知参数 的先验分

布应取其变化范围内熵最大的分布。

        设随机变量 只取有限个值a1, a2, …, an，其相

应的先验概率记为1,  2,  …,  n， 的熵 H ( ) 最大

的充分必要条件是：
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3. 杰弗莱原则

      杰弗莱原则较好地解决了Bayes方法中的一个矛盾：

即若对参数 选用均匀分布，其函数g( )往往不服从均

匀分布。

        (1) 有些场合要求参数 与其函数 g( )的先验分布

有相同的函数形式 ；

        (2) 杰弗莱原则给出满足上述要求的具体方法，以

求取适合要求的先验分布。



1) Bayes公式的学习机制

        以正态分布为例，分析以Bayes公式求后验分布的学习机

制。

        设x={x1, x2, …, xn}是正态分布随机变量N ( , 1
2 ) 的一个

样本，其中1
2是方差，它是一个已知的量， 未知，求它的

估计量     。

         该正态分布样本x的似然函数为：
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(1) 取另一个正态分布N (  0, 0
2 )作为该待估计参数 的先验

分布，则有先验分布为：

由此可以写出样本x与参数 的联合概率密度：
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取

则可得到：
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(2)  计算样本 x 的边缘分布：
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(3)  用Bayes公式计算参数 θ 的后验分布 p (θ | x)：



(4)  样本 x 均值的后验分布仍为正态分布：

其中： （样本均值）
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         以上可见：得到 的估计值    是先验分布中的期望0  和样

本均值     的加权平均。

            是由先验分布的方差0
2的倒数        对先验分布期望进行

加权，样本分布的方差1
2的 n 倍倒数       对样本均值     进行加

权后形成的。当n越大时，则     在后验中的作用越大，而先验

分布 0 的影响越小。
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(4) 用后验分布        的数学期望a1作为参数
的估计值，得到：
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2) Bayes 方法的问题求解步骤：

     ① 定义随机变量

       将未知参数看成随机变量 ， h (x1, x2, …, xn,  ) 做为样

本x1, x2, …, xn 在  条件下的联合分布密度，则样本x1, x2, …, 

xn 的条件分布函数记为：

              p (x1, x2, …, xn |  )  或  p ( x |  )



② 确定先验分布密度  (  )，采用共轭先验分布的

方法。如果对先验分布没有任何知识，则采用无信

息先验分布的Bayes假设。

③ 用Bayes 定理计算后验分布函数 (  | x ) 。

④ 利用计算所得的后验分布值对所求的问题进行
推断。


