
第4-1节 贝叶斯网络理论及方法 

——  参数学习( 1 )



4.1 贝叶斯网络定义

• 一个贝叶斯网络定义包括：

ü一个有向无环图 ( DAG )，其网络结构为S。
其中每一个节点表示一个随机变量xi，i = 1, 
2, …, n

ü一个条件概率表集合，与每一个变量相联系
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4.1.1贝叶斯网络学习类型：

• Bayesian 网络学习指的是通过分析数据儿

获得Bayesian 网的过程，它包括以下两种

情况

– 参数学习：已知网络结构，确定网络参数

– 结构学习：既要确定网络结构，又要确定网络

参数



4.1.2贝叶斯网络参数估计的两种方法：

1.  贝叶斯估计：

        利用先验概率 p (  | S )，寻求给定拓扑结构 S 
和训练样本集 D 时具有最大后验概率的 参数取值。

2.  极大似然估计：

       根据概率最大的事件最可能发生的原理，寻求

使样本集 D 的似然函数取最大值的 参数取值。
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4.2  极大似然参数估计方法

       设样本 x1, x2,  … , xn 组成的贝叶斯网络 S，
其中的节点  xi  共有 ri 个取值1, 2, …, ri，概

率 p ( xi | Parents (xi),  S )中父节点取值共有 
qi 个组合，则独立参数的个数是：

        在此基础上，构造极大似然函数，求得

极大似然估计即可。
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    有一个箱子,装有形状相同的黑色球和白色球

100个，其中一种颜色90个，另一种颜色球10个.

现从箱中任取一球，结果所取得的球是黑色球。

问：箱中黑球和白球的个数？

答：极有可能黑色球90个

4.2.1 极大似然法的提出 



极大似然估计法的依据就是——

    概率最大的事件最可能发生，

而一次试验就出现的事件(应该)

有较大的概率。

极大似然估计法
(Method  of Maximum  Likelihood Estimation -- MLE )



4.2.2  极大似然原理及数学表述 
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        若一个试验有 n 个可能的结果  1,  2, …,  

m。现做一次试验，若事件 i 发生了，则认为事

件  i 在这 m 个可能结果中出现的概率最大。

        数学表达为：设一次采样的观测值为 x1, 

x2, …, xn，则利用这组数据推测参数 的取值。

在所有的                                 估计值中，选取使

得样本x1, x2, …, xn出现的概率最大的 估计值。



4.2.3   极大似然估计步骤

1.  若样本 x 为离散型

假设 x 分布为：p { xi =  j } = p ( xi |  )    i = 1,…, n；j = 1, …, m

其似然函数表示为：

若

则称                                  为参数   的极大似然估计值。
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1)  单参数的最大似然估计

        设数据 D 由样本 D = { x1, x2, …, xn } 组成。在

给定单参数   下，数据 D 的条件概率 p ( D |  )称
为似然度，记为:

                             L (   | D )

        上式称为单参数  的似然函数，使其达到最大

值的     ，则称为参数  的最大似然估计。̂



例4.1 
        如图4.1 所示为一个单随机变量X 构成的简单贝

叶斯网。X 代表投掷图钉的结果：h 代表头朝上， t 
代表尾朝上。网络只有一个待估计参数  ，表示图

钉头朝上的概率：p( ) = p(X = h) 。为估计  ，投

掷图钉6 次，结果依次是：t 、h、t、t、h、t。根据

上述数据对  进行极大似然估计。

X
head

tail



图4.1 单变量构成的简单贝叶斯网络



解：图钉投掷的试验服从二项分布，根据头朝上的概率 p (   ) 

得到X 的似然函数表达为：

        其中：nh = 2和 nt = 4  分别是 6 次采样中图钉头朝上和尾朝

上的次数。 的估计值      应使 L (  | D ) 的值最大，二项分布

的   估计值如下：

        

         其中：n = nh + nt 是总样本量，即     为头朝上出现的频率。
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2)  多参数的最大似然估计

        设样本 x1, x2,  … , xn 组成的贝叶斯网络 S，节

点  xi  共有 ri 个取值1, 2, …, ri，其父节点  ( xi ) 的
取值共有 qi 个组合。若 xi 无父节点，则 qi =1。该

网络的参数为：

                          ijk = p ( xi = k |  (xi )= j )

        其中：i = 1, 2, …, n 表示 n 个节点；j = 1, 2, …, 
qi 表示父节点的 qi 个组合；k = 1, 2, …, ri表示节点

xi 的ri 个取值。



对数似然函数为：

         其中，mijk 是数据中满足 xi = k 和  ( xi ) = j 的
样本数量。多项分布的  ijk 估计值如下：
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例4.2 
        如图4.2 所示的多变量贝叶斯网络，其中所有变

量均取 2 值，1或2。图 (b) 是一组共4个训练数据，

对多参数   进行极大似然估计。

图4.2 多变量贝叶斯网络及训练样本集合

X1

X2

X3

(a) 网络结构 (b) 样本数据

1D
1X 2X 3X

1              1              1 

2              2              2 

1              1              2 

2              2              2 

2D

3D

4D



 根据多参数最大似然估计公式，可得：

X1 1 2
2/4 2/4

  p ( X1 )

      X2

 X1

1 2

1 2/2 0
2 0 2/2

  p ( X2 | X1 )

      X3

 X2

1 2

1 1/2 1/2
2 0 2/2

  p ( X3 | X2)



3)  不完整数据(有缺损)的最大似然估计

        当样本数据存在随即缺失下，采用期望最大化

( Expectation Maximization, EM)方法进行参数估计。

        EM 算法先对数据进行修补，然后再进行极大似

然估计。算法分为 E 步和 M 步：

  E步从随机产生的初始值开始迭代，重复地估计参数。每

次重复时，根据给定学习变量的已知值和当前参数的估计，

找到未学习变量的分布；

   M 步对极大似然度重新估计参数，不断重复直至达到局部

最大值。



EM算法两个步骤： 
①  基于 t-1 对数据进行修补，使之完整。

        

       设Dl 为某一缺值样本，Xl 为Dl 中所有缺值变量的集合，

对 Xl 的一个取值xl ，将Xl = xl 加入 Dl ，就得到一个完整样本 
( Dl， Xl = xl )，这个过程称为数据修补。由于Xl有多个可能

取值， Dl有多种修补方式。EM 算法考虑所有可能的修补结

果，并给每一结果附加一个权重xl  ，得到加权样本( Dl， Xl 
= xl ) [xl ]，然后通过迭代可确定这个权重。由此得到的加权

样本又称为碎权样本。



② 基于修补后的完整数据计算 的极大似然估计，得 t 

        数据经过修补后，每个缺值样本都被一系列完整的碎权样本

所代替，所以修补后的样本都是完整的，而且每个样本都带有一

个权重。EM 算法用下式来计算基于修补后数据的极大似然估计

 t  :

       

         其中：mijk
t-1 是基于 t-1 修补后数据中所有满足 Xi=k 且  ( Xi ) 

= j的样本的权重之和。
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例4.3 
        如图4.3 所示的多变量贝叶斯网络，其中所有变

量均取 2 值，1或2。图 (b) 是由两个完整样本D1、 
D2和两个缺损样本D3、D4组成的训练数据。用EM
方法近似对参数   进行极大似然估计。

图4.3 数据缺损的贝叶斯网络

X1

X2

X3

(a) 网络结构 (b) 样本数据

1D
1X 2X 3X

1              1              1 

2              2              2 

1              1              2 

2              2              2 

2D

3D

4D
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对于D3样本，假设取其中一组初始参数值 0，如下：

X1 1 2
1/2 1/2

  p ( X1 )
      X2

 X1

1 2

1 2/3 1/3
2 1/3 2/3

  p ( X2 | X1)

      X3

 X2

1 2

1 2/3 1/3
2 1/3 2/3

  p ( X3| X2 )



从 0出发，EM开始迭代。在第一次迭代中，先用

 0 修补数据。由于：

    p ( X2=1 | D3,  0 ) = 4/5,   p ( X2=2 | D3,  0 ) = 1/5

所以D3 被如下两个碎权样本所替换：

类似地，D4也被两个碎权样本替换。                  
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全部修补完成后得到的碎全完整数据如下：

X1 X2 X3 权重

D1 1 1 1 1
D2 2 2 2 1
D3,1 1 1 1 4/5
D3,2 1 2 1 1/5
D4,1 2 1 2 1/5
D4,2 2 2 2 4/5



第一次迭代完成后的估计 1如下：

X1 1 2
1/2 1/2

  p ( X1 )

      X2

 X1

1 2

1 9/10 1/10
2 1/10 9/10

  p ( X2 | X1)

      X3

 X2

1 2

1 9/10 1/10
2 1/10 9/10

  p ( X3| X2 )



EM接着进入第二次迭代。先用 1对数据进行修补。由于：

p ( X2 =1 | D3,  1 ) = 81/82    p ( X2 =2 | D3,  1 ) = 1/82

p ( X2 =1 | D4,  1 ) = 1/82    p ( X2 =2 | D4,  1 ) = 81/82

得到修补后的数据如下：

X1 X2 X3 权重

D1 1 1 1 1
D2 2 2 2 1
D3,1 1 1 1 81/82
D3,2 1 2 1 1/82
D4,1 2 1 2 1/82
D4,2 2 2 2 81/82



于是，在第二次迭代完成后的估计 2如下：

X1 1 2
1/2 1/2

  p ( X1 )

      X2

 X1

1 2

1 163/164 1/164
2 1/164 163/164

  p ( X2 | X1)

      X3

 X2

1 2

1 163/164 1/164
2 1/164 163/164

  p ( X3| X2 )



如此迭代下去，容易看到这个过程快速收敛于：

X1 1 2
1/2 1/2

  p ( X1 )

      X2

 X1

1 2

1 1 0
2 0 1

  p ( X2 | X1)

      X3

 X2

1 2

1 1 0
2 0 1 

  p ( X3| X2 )



• 在实际中，由于 EM 算法不一定收敛于全
局最优，也可能收敛于局部最优或鞍点。
因此，它给出的估计可能与极大似然估计
相差甚远。为提高估计质量，人们往往从
不同的初始点出发多次运行 EM 算法，然
后把所得结果进行比较，选择似然度最大
的那个估计作为最后的结果。 

• EM 算法的收敛速度开始比较快，后来逐渐
放慢，而且其收敛速度与数据缺失的多少
有关，通常数据缺失越多，收敛速度越慢。



2. 若样本 x 为连续型

        假设 x 分布密度函数为：f ( xi  |   )    i = 1,…, n

        其似然函数表示为：

        似然函数取对数得：ln L (  | x )

        令

        解似然方程得到参数   的极大似然估计值      。
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例4.4 
        设总体 X 服从参数为  (   > 0 ) 的泊松分布。

x1, x2, …, xn 是来自于X 的一组样本值，求  的极大

似然估计值。

解：因为X 的分布密度函数为：

        所以  的似然函数为：
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 的似然函数取对数得：

令：

解得  的极大似然估计值为：

这一估计值与矩估计值是相同的。



例4.5 
        设总体 X  N (  ,  2 )的正态分布， ,  为未

知参数。x1, x2, …, xn 是来自于X 的一组样本值，求 
 ,  的极大似然估计值。

解：X 的概率密度为：

似然函数为：
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取对数得：

令：                                得到：

解得  和  的极大似然估计值为：

这一估计值与矩估计值是相同的。


