
—— Fisher线性分类器



        判别分析问题，即：根据历史上划分类别的有

关资料和某种最优准则，确定一种判别方法，判定

一个新的样本归属哪一类。

        例如：在天气预报中，我们有一段较长时间关

于某地区每天气象的记录资料 ( 晴阴雨、气温、气

压、湿度等 ) ，现在想建立一种用连续五天的气象

资料来预报第六天是什么天气的方法。这些问题都

可以应用判别分析方法予以解决。



4.1  判别函数定义

       对一组具有d 维特征的数据 X 1, X 2, …, X n，找出

根据某种原则制定的一个判别函数，将上述样本点尽可

能地区别开来，即该评判函数在该原则下最优。

       然后，利用该判别函数能对同样 d 维的一个新样本

数据进行预测，判定这个新样本归属于哪一类。



       对于上述具有d 维特征的一个数据 X i 
( i =1, 2, … , n)，其向量表达形式为： 

                       X i = [ xi1, xi2, … , xid ] T 

         假设判别的目的，就是要将 X i 分入

两类 ，其类别参数可以表示为：

         两类情况，  =  {  1,   2 } 



        例如：设某种产品的市场情况有“畅销”，
“滞销”两种，我们要预测产品在一个时期是
“畅销”还是“滞销”。

        根据过去的销售情况可知，该产品销路好

坏与价格有关，也和市民的收入有关，因此可

以用产品的价格和市民的收入这两个量去预测

该产品的销路的好坏。       



        以 x 1 代表产品的价格，以 x 2 表示市民的收入。

现在假定调查了n 个时期，得到 n 组数据。这 n 组
数据反应的有畅销的也有滞销的，不妨设有 r 组畅

销， l  组滞销 ( l = n – r )，则可将 n 组数据分组如

下：

畅销组 滞销组

 
 

 









0
2

0
1

0
22

0
21

0
12

0
11

rr x,x

x,x
x,x  

 

 









0
2

0
1

1
22

1
21

1
12

1
11

ll x,x

x,x
x,x



       将这 n 组数据标在平面上，以 “  ” 表示畅销

组所对应的点，以 “  ” 表示滞销数据对应的点。

若能得到如图所示的点聚图，说明产品畅销时期的

数据和滞销时期的数据有较为明显的区别，可以线

性区分，我们就可以某个线性判别函数做直观的判

断。    
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       例如，若某个预测时期的数据对应的点为 
“  ”，则我们应判断这一时期为畅销期；若对应点

为 “   ”，则应判断这一时期为滞销期。因此，在

预测时，重要的问题是要找出分界线 l ，其方程为：

                         c0 + c1 x + c2 x = 0

       使得当第 i 个时期的数据 ( x i 1,  x i 2 ) 代入上式左

端，若有 c0+c1 x+c2 x > 0，即 c1 x+c2 x > - c 0 ，则预测

该时期为畅销期；   
       若有 c0+ c1 x+c2 x < 0，即 c1 x+c2 x < - c0，则预测

该时期为滞销期。



          这种预测分析的方法就是线性判别分析法。在

利用这种方法时必须要求畅销期的数据和滞销期的

数据之间有一条较明显的分界线。

        令：  y = c1 x1 + c2 x2 

        称此函数为线性判别函数，称 y0 = - c0 为临界值。

        进行判别分析就是要在某种最优准则下，确定

线性判别函数的系数 c1，c2 以及临界值 – c 0的值。



多维样本的线性判别函数：       
        假设预测因子有 d 个指标，即 d 个维度，有n
组观察或调查得到的数据。判别分析就是要根据这

些数据，在适当的判别准则下，确定判别函数：

                        y = c1 x1 + c2 x2 + …… + cd xd

并找出临界值  y0 = - c0。        



        我们将要判别的两组分别标记为 A 和 B ( 如 A
代表畅销，B 代表滞销 )。对于d 个判别指标，不

妨设组 A 有 s 组数据，组 B 有 t 组数据，n = s + t，
现将数据分组如下：
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       下面反过来思考整个问题，假定用：

                      y = c1 x1 + c2 x2 + …… + cd xd

作为判别函数，则组 A 的数值对应的判别值为：
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组B的数值对应的判别值为：

                                       
计算：   

即      为组 A 的代表，       为组 B 的代表。
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          我们通过判别值 y 来进行判别，为使组 A 同
组 B 之间有明显的区别，自然希望它们的代表值

之间的差距越大越好。即：

(1)                     越大越好；

          

        又                       同属于组 A ，                     同属

于组 B ，它们之间的差距越小越好，即：

(2)                                        越小越好。

综合上述(1)，(2)就是Fisher提出的最优判别准则。        
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4.2  Fisher最优判别准则： 

        最优判别函数的系数 c1, c2, …, cd 为函数  
L ( c1, c2,…,cd ) 的极大值点。
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由微分学方程可知，

                 

        

        为函数 L ( c1, c2, …, cd ) 的极值解。

定义： S1，S2代表两类的类内差矩阵；

             m1， m2分别代表两类的均值向量。
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则总的类内差 ( 类内散度 ) 矩阵 Sw 为：               

                      S w = S1 + S2

以及类间差 ( 类间散度 ) 矩阵 Sb 为：

                     S b = ( m1 – m2 )⸱  ( m1 – m2 )T    

代入Fisher最优判别式，可得：       

                    

这就是Fisher线性分类器欲最大化的目标，即 Sb 与 Sw

的“广义瑞利商 (generalized Rayleigh quotient)”。



定义 Lagrange函数为：

                 L ( c,  ) = cT Sb c -  ( cT Sw c – const)

       其中 为Lagrange乘子，const表示分母不为0。

将上式对c 求偏导， 可得：       

        

令偏导数为0，有：

                       Sb c* -  S 
w c* = 0

即：                     Sb c* =  S 
w c* 



将上式两边左乘 S w -1  ，可得：

                       S w -1 ⸱  ( Sb c* ) =  c*    

由于 S b = ( m1 – m2 )⸱  ( m1 – m2 )T ，

                        Sb c* = ( m1 – m2 )⸱  ( m1 – m2 )T c *

        其中，R =  ( m1 – m2 )T c * 是一个标量，因此上式

可以改写为：

                        Sb c* = ( m1 – m2 )⸱  R

可得到：                c* = S w -1 ⸱  ( m1 – m2 )⸱  R



即：

                 

由于 R /  为比例因子，可忽略。从而可得：

                          c * = S w -1 ⸱  ( m1 - m2 )

         其中：

                         S w = S1 + S2

              为两类内差矩阵之和；

                        m1- m2

             为两类的类间差向量。



(1) 先将原始数据写成矩阵形式。

组 A 的数据矩阵：

     
组 B 的数据矩阵：

矩阵 w 0 和 w 1 的列平均数分别为                        和
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(2) 算出各组数据的代表，即平均值

(3) 作新的矩阵A，B及两组的类内差矩阵 S1,  S2：
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(4) 根据极值点推导，最优判别函数系数 c1, c2, …, cd 

为下述方程的解； 

                                             即

(5) 解上述方程，得到判别函数：

                      y = c1 x1 + c2 x2 + …… + cd xd

(6) 算出组 A，组 B 的代表的判别值及临界判别值； 
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(7) 对新数据作预测判别。

         假设有一新数据为 ( x01, x02, …, x0d )，则其判别值为                      

                              y = c1x01 + c2x02 + … + cdx0d

       a)当             时，若 y > y0，则判别该对象属于组 A ，若                       

y < y0，则判别该对象属于组 B 。

       b)当             时，若 y > y0，则判别该对象属于组  B，若                

y < y0， 则判别该对象属于组 A 。
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        设某外贸公司生产一种产品，为正式上市之前，

将样品寄往12个国家的进口代理商，并附意见调查

表，要求对该产品进行评估。评估的内容有式样，

包装，耐久性三个方面。评估的结果采用10分制计

分，评估后并被要求说明是否愿意购买，调查结果

列入表 2.3 中，表中的分数，高者表示代理商认为

其特性良好，否则即较差。        
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表2.3  Fisher线性分类器训练样本



问：

       今有第13个国家的进口代理商对该产品的评分

分别是：式样9分，包装5分，耐久性4分，要预测该

国是否愿意购买该产品。      



(1) 计算两组的平均值：

   购买者平均得分为 ( 8.29, 6.43, 6.00 ) ；

   非购买者平均得分为 ( 6.20, 3.80, 4.00 ) 。

(2) 计算两组资料的离差矩阵：
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两组的离差矩阵分别为
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(3) 解线性方程组：

即

得判别系数：
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(4) 根据计算结果，得判别函数为：

(5) 求出判别临界值：

     购买组的平均值对应的判别值：

    非购买组的平均值对应的判别值为：

   从而临界值为：
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(6) 对第13国的新数据作判别预测：

       按判别规则，由于                ，故凡判别值大于

临界值 y0=1.921 者，即判别其属于购买组。今第13
个国家的判别值为

   

    因1.982>1.921，故预测该国属于购买者范围。
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