


3.1  分类间隔最大

       SVM算法从寻找线性可分情况下的最优分类

面开始，要求该分类面不但能将两类无错误地分

开，而且要使两类的分类间隔最大。前者是保证

经验风险最小 ( 如使训练误差为0 )，而使分类间隔

最大实际上就是使推广性的界中的置信范围最小，

从而使真实风险最小。



VC维与类间最大间隔的关系:

        对于线性可分的样本 ( x1,  y1) , …, (xl , yl) 
 {-1,+1}。设 R 为包含所有样本的球半径，

F是以  间隔把 l 个样本分开的超平面集合，

则函数集 F 的VC维 h 满足：
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式中， n 为样本的维数。

        当                 时，若超球半径 R 越小，且

间隔  越大，则超平面集合F 的 VC 维 h 越

小。
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3.2.1   线性决策面定义：

        对于 C 类分类问题，按分类决策规则可把 d 维特征

空间分成 C 个决策域。划分决策域的边界面称为决策

面。

        判别函数和决策面是密切相关的，都由相应的决策

规则确定。

           在两类情况下，可以定义一个判别函数：

                           g ( X )  =  g1 ( X ) – g2 ( X )                    

3.2  基于最大间隔的决策面



      可以线性分割的数据，其决策面可以

表示为如下的线性组合函数：

                           g ( X ) = wT X + w 0
       一般而言，X 为一维时，决策面为一个点；

X 为二维时，决策面为一条直线；X 为三维时，

决策面为一平面；X 大于三维时，决策面为一超

平面。   



对于两类问题的决策规则为：

• 如果 g ( X ) > 0，则判定 X 属于C1；

• 如果 g ( X ) < 0，则判定 X 属于C2；

• 如果 g ( X ) = 0，则判定 X 在决策面上。如图3.1

所示： 



当两个数据点 X 1 和 X 2 都在决策面上时，有：

                      wTX 1 + w0 = wTX 2 + w0

移项得到：  wT ( X 1 – X 2 ) = 0

        这表明权系数矩阵 w 和决策面上的任意向

量正交，则 w 为决策面的法向量。 

注意到：X1 – X2 表示决策面上的一个任意向量。



3.2.2  线性决策面的函数特性

       线性决策面的函数中，X 是d 维特征向量，

又称样本向量，可以表示为： 

w 称为权向量，可以表示为：                                                                                                        
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        而 w0  是一个常数，称为阀值。

        方程 g ( X ) = 0 则定义了一个分类面 
H，它把归类于类 C1 的点和归类于类 C2 

的点分隔开来。
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       把样本向量 X 表示为其在决策面H 上的

投影，得到：

其中：X P 是 X 在决策面 H 上的投影向量；

            r 是 X 到决策面 H 的垂直距离，是一

个标量。                                         
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上述分析从图 3.2 容易看出：



将                                      代入 g ( X ) = wT X + w 0中，

有：

       

           是决策面H 法线 方向上的单位向量；

                                         是权向量 w 的欧几里德模。 
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从而有：

若 X 是原点，则有：                  
                g ( X ) = wTX + w0 = 0 + w0

即：         g ( X ) = w0

        将 g ( X )的表达式代入 r 的表达式中，

则有原点到法平面 H 的距离 r0 的表达：                                    
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综合上述式子，可知：

1) 若 w0 = 0，则 g ( X )具有齐次形式：

                        g ( X ) = wTX

这说明决策面 H 通过原点；

2) 若 w0 > 0，则原点在 H 的正侧；(法向量

的方向为正向，反向为负向。H的正侧、负侧也

可以此为由。)

3) 若 w0 < 0，则原点在 H 的负侧。



结论：利用线性决策面函数进行决策，就是

用一个决策面把特征空间分割成两个决策

区域，决策面的方向由权向量 w 确定，位

置由阀值权 w0 确定。判别函数 g ( X ) 正比

于点到决策面的代数距离 (带正负号).在正侧

时 g ( X ) > 0；在负侧时 g ( X ) < 0。
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3.2.3  最优分类面

       支持向量机SVM是以线性可分情况下，提出

最优分类面 ( Optimal  Hyperplane ) 的。

1) 最优分类面概念

        考虑二维两类线性可分情况，如图3.4所示：





        图中，H 是分类线，H1，H2 分别为过各类样本

中离分类线 H 最近的点且平行于分类线 H 的直线。

H1 和H2 之间的距离叫做两类的分类间隔 ( Margin )。

        最优分类线 —— 不但能将两类无错误地分开，

而且使两类的分类间隔最大的分类线。

        无错误分类是保证经验风险最小。分类间隔最大

是使推广性的界中的置信范围最小，从而使真实风险

最小。推广到高维空间，最优分类线就是最优分类面。



2) 最优分类面的形式化描述

     设存在线性可分样本集：

               ( xi , yi )     i = 1, 2, …, n
yi  { +1, -1 }是类别标号。

     d 维空间线性判别函数一般形式为：

                         g ( X ) = W  X  + b

    则分类面方程为：

                         g ( X ) = W  X  + b = 0



        对判别函数进行归一化，即使两类的所

有样本都满足：

                        g ( X )   1

得到：           W  X + b  1      

或                   W  X + b  -1 

则离分类面最近的样本满足：

                        g ( X )  = 1



由于样本到分类面的距离都为：

              

则分类间隔 M 为：

         

要使分类间隔 M 取得最大值，则等价于使                          

      或         最小。 
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要使分类面对所有样本正确分类，还要求：

          yi  ( W  Xi + b ) – 1  0                         

        满足上述约束条件，并且使          最
小的分类面就是最优分类面。

2W



3) 支持向量（Support Vectors）

       两类样本中，离分类面最近且平行于最优分

类面的超平面 H1 、H2 上的样本，称为支持向量。

        很明显，支持向量满足：

               yi  ( W  Xi + b ) – 1 = 0 

        从上式看出，支持向量支撑了最优分类面。



4) 最优分类面的求取

      根据最优分类面的定义，则最优分类面的求

取可以表示成如下约束优化问题：

      即在约束 yi  ( W  Xi + b ) – 1  0 下，求函数

                                               

的最小值。
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        为了带约束项的最优化问题，可采用

Lagrange乘子法。

         Lagrange乘子法是一种在不等式约束条

件下的优化算法。其基本思想是把不等式约束

问题转化为无约束问题。

(a)  Lagrange乘子法

        以二维情况对Lagrange乘子法进行介绍。



SVM的优化问题可表示为：

         

将约束条件改写为：

              gi ( W ) = - yi  ( W  Xi + b ) + 1  0

则可以构造SVM的拉格朗日函数：
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(b)  Lagrange不等式约束的优化问题

对于更一般化的不等式约束优化问题如下：

         

定义其最一般化的拉格朗日公式：
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        如果按照最一般化的拉格朗日公式求解，当  i 
取很大的正值时，L (  ,  )优化得到的最后结果会

达到负无穷。

        为避免出现上述问题，定义一个新的函数：

            

            对违反约束的 gi (  ) > 0，取  i 使P (  ) 结
果为正无穷，从而阻止原优化函数 L (  ,  ) 求取

极小值，作为对违反约束项的惩罚。
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        相反地，如果样本 X i 满足约束 gi (  )  0， 则可

以取 i 使                          。

        此时的 f ( ) = P ( ) ，                                         。

        则最原始的优化问题可以改写为如下形式：

        上式称为广义拉格朗日函数的极小极大问题。定

义原始问题的最优解：   
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(c)  Lagrange优化的对偶表示

        定义：

        考虑极大化  D (  ) 函数，得到：

        

        称为广义拉格朗日函数的极大极小问题，是上

述原始问题的对偶问题，其最优值为：
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(d)  SVM中原始问题和对偶问题互换

        由于原始问题中，需要先对  参数进行优化，已

求得使                          的  参数组合，但不好求解。

        另一方面，原始问题的对偶问题，即将参数 看
成固定值，先对，b参数进行优化，之后再求

 D ( ) 的极大值要容易。

        一般来说，这两种做法的结果并不一致，关系如

下：
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        但是，在SVM的最优分界面问题中，这两者一

致。因此，求解可以通过对偶问题实现。             

        首先，固定参数 的值，此时L (  ,  ) 的最小

值只与   (即W，b) 参数有关。对W 和 b 分别求偏

导，得到：

        然后，根据得到的  表达式再对   求偏导，求

解相应的  最优值。
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       针对目标函数：                               及约束条件：

定义Langrange函数如下： 

       
        在最优分类面求解中，就是对 W 和 b 求
Lagrange函数的极小值。 
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3.3  最优分类面的求解过程



对上式分别求对 W 和 b 的偏微分，并令其为 0 ，有：

3.3.1   求 W 的极值 W *
      

        只有当  i  0 时，样本 X i 才能对权向量 W 起
作用，形成最优分类面。故而  i  0 对应的样本 X i 
称为支持向量。 
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       将对 b 求导的结果代入目标拉格朗日函数中，有：

       

       再把                               代入上式，则有：
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3.3.2   原始问题转换为对偶问题的求解

        即在约束条件                                                                        

下求：

                                                         

                                                           

 的极值问题。 
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      上述问题可用下列方程组求解：

                                 

                                                                                      

      根据Kiilm-Tucker条件，这个问题的解必须满足：
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3.3.3  支持向量和非支持向量

1) 当  i  0 时，满足 y i ( W X i + b ) - 1 = 0 的样本 
Xi 在超平面 H1、H2 上，是支持向量。

2) 当  i = 0 时， 可能存在 y i ( W X i + b ) - 1  0，     
此时样本 X i 在超平面H1、H2之外，是非支持

向量。



3.3.4  最优分界面参数 W * 和 b * 求取

1)  W * 的求取：

         A (  ) 函数求导后得到 n 个方程，再加上参

数 b 的约束项，一共有 n + 1个方程。而要优化

的  参数只有 n 个，故方程有解，表示为  i*。

        把优化得到的  i* 的值代入W * 的表达式中，

求出 W * 的值：
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2) b* 的求取：

          当  i  0 时，对应满足 y i ( W X i + b ) - 1 = 0 

的样本 X i 就是支持向量。故而从  i  0 的下标 i 
去找出对应下标的样本 X i ，可以得到支持向量。

         根据支持向量的定义，有

                        y i ( W *  X i + b ) - 1 = 0 

         从而有最优 b * ：                                            

         其中，X i 是支持向量。 
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3) 最优分类面的求取：

       在求出最优权向量 W *，最优偏置量 b *之后，结

合支持向量 X i ，可以得到最优分类面函数：

               

      

        当有一个样本 X 输入时，则可用最优分类面函数

的符号来判别：

                d ( X ) > 0，样本 X 属于 +1类 ( y i = + 1 )；

                d ( X ) < 0，样本 X 属于 - 1类 ( y i  = - 1 )。
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