


• 无论4个点在一条直线上还是不在一条直线上（任

意位置），直线分类器都不能进行24=16种类型的

分类，因此VC维=3的直线分类器不能满足4个样

本点的分类要求 。 



• 轴平行的矩形分类器的VC维等于4。
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• 在小样本 ( 样本数量少 ) 数据的学习中，出

现过拟合问题。因为，对于小样本，显然

找到完全拟合样本的函数。 

          为了解决小样本数据的过拟合问题，需

要估计具有最小维 ( VC维 ) 的分类器，以

便正确分类。



推广性的界： R () Remp()+ (n/h)  
       当n/h值较小，即VC维h 较大时，置信范围较

大，解的推广性较差；n/h值较大，即VC维h 较小

时，置信范围较小，取得的解接近最优解。

        推广性的界是针对最坏情况的，该条件在很多

情况下是很松的，当VC维 h 较高时尤其如此。

        一般在样本较少的情况下，得到小的置信的范

围采用线性分类器，原因是线性分类器的VC维较低。



         一般的学习方法(如神经网络)是基于 Remp() 最

小，满足对已有训练数据的最佳拟和。理论上可以通

过增加算法(如神经网络)的规模使得Remp() 不断降

低至0。

        但是，这样使得算法(神经网络)的复杂度增加, 

VC维h增加，从而 (n/h)增大，致实际风险 R( ) 增

加，这就是学习算法的过拟合(Overfitting)。 







其它过学习例子：

underfitting overfittinggood fit

说明：经验风险 Remp ( ) 值小，并不代表真实风险

R( ) 值也小。



学习机器的泛化能力

• 学习机器对未来输出进行正确预测的能力称作推
广能力（也称为“泛化能力”）。

• 在某些情况下,训练误差过小反而导致推广能力
的下降,这就是过学习问题。

• 神经网络的过学习问题是经验风险最小化原则失
败的一个典型例子。



• 因此，选用过于复杂的分类器或神经网络，

往往得不到好的学习效果。

   

   例如：用 sinx 函数拟合任意点的例子，因为 
sinx 函数的VC维为无穷大，因此虽然经验风险

达到了0，但小样本数据学习的真实风险却很大，

不具有较好的推广能力。



• 指示函数可表示为：

                  f ( x,  )=  ( sin ( x ) )
    它的VC维无穷大，对于直线上的下列点：

                    x1=10-1, … ,  xl=10-l

    把上述数据分为由标签(取0或1的值)序列

                     1 , … ,  l
      确定的两类，只要选择参数

     即可，如图2.1所示。
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• 这个例子反映了这样一个事实：即只要选

择适当的参数，我们可以对[ -1, +1]内的

任意数目数据点用sin ( x) 来进行分类。                    



小样本学习的推广能力：

• 在有限样本情况下，

–经验风险最小并不一定意味着期望风险最小；

–学习机器的复杂性不但与所研究的系统有关,而且要和有限

的学习样本相适应；

–学习精度和推广性之间是一对不可调和的矛盾,采用复杂的

学习机器虽然容易使得学习误差更小,却往往丧失推广性；

–传统的解决办法（例如：采用正则化、模型选择、噪声干扰

等方法以控制学习机器的复杂度）缺乏坚实的理论基础。



•  K - 近邻算法的VC维和收敛情况：

      K-近邻分类器的VC维是无穷大的，因为它对于

任何训练集，总能找到一个分类器对其中任何样本

都分类正确。

        虽然这种算法拥有较好的分类效果，但它没有

遵循ERM原则，VC维的讨论不适用于它。



• 传统机器学习方法中普遍采用的经验风险

最小化原则在样本数目有限的时候是不合

理的，只考虑到了经验风险。

• 正确的是：应该同时考虑最小化经验风险

和置信范围。 



       经验风险最小化原则在样本数目有限时是不合

理的，因为这时需要同时最小化经验风险和置信范

围。

       在传统方法中，我们选择学习模型和算法的过

程就是优化置信范围的过程。如果选择的模型比较

适合现有的训练样本 ( 相当于h/n值适当 )，则可以

得到比较好的学习效果。





学习机器的设计原则：

• 在设计分类器时，不但要使经验风险最小化

，还要使VC维尽量小，从而缩小置信范围，

使期望风险最小。

• 寻找反映学习机器的能力的更好参数，从而

得到更好的界是今后的重要研究方向之一。



• 例如，在神经网络中，需要根据问题和样

本的具体情况来选择不同的网络结构(对应

不同的VC维)，然后再进行经验风险最小化。

• 因为缺乏对分类器 函数的认识，选择哪种

分类器往往是依赖先验知识进行的，造成

了神经网络等方法对使用者“技巧”的过

分依赖。



• 虽然很多问题并不是线性可分的，但当样

本数量有限时，我们使用线性分类器往往

能得到不错的分类效果。这是因为线性分

类器的VC维比较低，有利于在样本较少的

情况下得到小的置信范围。



        根据推广性的界公式，采用结构风险最小化的思

维策略来解决小样本问题。它的过程分为下列两个：

1)    首先，把分类器函数集S={ f ( x,  ),    } 分解

        成一个子集序列；

                       S1  S2  S3  ……  S                                                            

         令各个子集能够依照VC维的大小排列，即：

                       h1 < h2 < h3 < …… < hk < ……

          这样得到的同一个子集中，置信范围相同。





2) 在每一个子集中寻找最小经验风险

       选择最小经验风险与置信范围之和最小的子集，

则可以达到期望风险的最小，在这个子集中使经验

风险最小的函数就是要求的最优函数。

        上面的思想称为有序风险最小化，也称为结构

风险最小化 ( Structural Risk Minimization )，简称

SRM原则。

结构风险最小化方法的示意图见图2.2。
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2.2  结构风险最小化示意图



1)  选择一个适当的函数子集，对问题有最优的分类

能力。

        这一步相当于模型选择，通过对分类器的推广

性的界进行估计得到。

2)  从该子集中选择一个函数，令经验风险最小。

        从上可知：结构风险最小化需要逐一计算子集，

同时要恰当划分子集。目前尚未有一般化的函数子

集结构构造方法。              



1)  选择使最小经验风险和置信范围之和最小

的子集。显然这种方法比较费时，当子集

数目很大甚至是无穷时不可行。 
–  例如神经网络的学习，首先通过固定每个不

同的网络拓扑结构，来固定学习机器的置信

范围；然后在每个结构下最小化经验风险。



2)  设计函数集的某种结构使每个子集中都能

取得最小的经验风险 ( 如使训练误差为0 )，
然后只需选择选择适当的子集使置信范围

最小，则这个子集中使经验风险最小的函

数就是最优函数。

– 支持向量机方法实际上就是这种思想的具体

实现。 
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