


        分类问题不一定是线性可分的。

        要解决一个非线性分类问题，可以设法将其通过

非线性变换，转化为高维空间中的线性问题，再在这

个变换空间中求最优分类面。

        那么，是否有必要显式地找到一个从低维向高维

映射的函数呢？事实上，我们只需要在高维空间上定

义变换后的内积运算，就可以对样本进行线性分类了。 



       在映射后得到的高维空间中，如果样本 Φ (xi) 与

样本 Φ (xj) 的距离║Φ (xi) – Φ (xj)║ 的值很小 ( 即样

本点 Φ (xi) 和 Φ (xj) 很近 )，那我们就可以把样本 xi 

和 xj 分为同一类。

         那么，在不知道映射函数 Φ (⋅ )表达形式的条

件下，能不能计算 ║Φ (xi) – Φ (xj)║呢？核函数可以，

它可以解决映射后高维空间样本距离║Φ (xi) – Φ 

(xj)║的计算，同时又不显式地展示出映射函数 Φ 

(⋅ )。  

 



       核函数通常可以表示为：

                       K ( x1, x2 ) = < Φ (x1) , Φ (x2)  >

       从而有：

                    ║Φ (x1) – Φ (x2)║2

 = < Φ (x1) - Φ (x2) , Φ (x1) - Φ (x2) >

 = <Φ (x1),Φ (x1)> - 2 <Φ (x1),Φ (x2)> + <Φ(x2),Φ(x2)>

 = K ( x1, x1 ) – 2 K ( x1, x2 ) + K ( x2, x2 ) 



例5.1：XOR问题

            x = ( x1,  x2 )

      

      

                          ( 0, 0 )  ( 0,  0,  0  )

                          ( 1, 1 )  ( 1, 1, 21/2 )

                          ( 0, 1)   ( 0,  1,  0  )

                          ( 1, 0 )  ( 1,  0,  0  )

x ( 二维 )    ( x ) ( 三维 )

线性可分线性不
可分



X

Y

X

Y

Z

XOR数据点从二维向三维空间映射，如图5.1所示。                           

图5.1   XOR数据点从二维向三维映射示意图



5.1.1  核函数定义

       设 X 是输入空间，H 是特征空间。如果存在一个

从 X 到 H 的映射：  ( x )：X  H    

       使得对所有 x, z  X ，函数 K ( x, z ) 满足条件：

                            K ( x, z ) =  ( x )   ( z )

       则称 K ( x, z ) 为核函数，  ( x ) 为映射函数，式

中  ( x )   ( z ) 为  ( x ) 和  ( z ) 的内积。



5.1.2 核变换和特征空间

          设 X 是 n 维向量，令

          ( X ) = [  1 ( X ),  2 ( X ), ……,  M ( X ) ]T

         表示从 n 维样本空间向 M 维特征空间的非线性变

换。  M 维特征空间的维数较高，也称高维特征空间。

         在 M 维特征空间中，如果特征数据可以线性分割，

其分类面方程则可以表示为：       



其中，b 是分界面方程的偏置量(阀值)。

         令  0 ( X ) = 1, W0 = b，则有：

可写成：W T   ( X ) = 0 

同理，在高维 M 特征空间中，权系数最优值为：



从而有变换特征空间的分类面为：

        上式中，  T( Xi )   ( X ) 表示第 i 个样本向量 

X i 在特征变换空间中的像  T ( Xi ) 与输入向量 X 

在特征变换空间中的像  ( X ) 的内积。

        从上面可知：在特征变换空间中构造线性分界

面时，仅用特征变换空间的内积即可。



很明显，如果能找到一个函数 k ，使得：

         则在变换特征空间中建立分类面时，无需考虑

变换  的形式。 K ( X ,  Xi ) 称为内积核函数，可以用

它来代替内积运算  T( Xi )   ( X ) ，此时对偶问题

的目标函数可以改写为：



5.1.3 核函数的判定：

           函数 K ( X ,  Xi ) 满足什么条件才能成为核函

数？

Mercer定理：

        如果函数 K ( X, Xi ) 是实数域上的一个有效核

函数( 也称为Mercer核函数 )，那么当且仅当对于

训练样例{ x(1), x(2), …, x(m) }，其相应的内积矩阵是

对称半正定的。

        Mercer定理指出如何确定一个候选核是否是有

效的核函数，但没有指出如何构造映射函数 i (X)。



5.1.4 常用的核函数：

        对于核函数 K ( X , X T )，只要求它满足Mercer定理即可。因

此，核函数可以有多种。常用的核函数有4种：

       (1) 多项式核函数

       (2) Gauss核函数

       (3) Sigmoid核函数

       (4) 线性核函数



高斯核为什么可以映射到无限维：

高斯核函数：

指数函数的泰勒展开级数：

则可得到：





其中：

 X = ( X 1 , X 2 , … , X k ) T

也就是说，                            含有了无穷多项的多项

式，对应的映射将 k 维空间映射成了无限维空间。



        

5.1.5 如何选择正确的核函数：     

       核函数的选择包括两部分工作：

1) 核函数类型的选择；

2) 确定核函数类型后相关参数的选择。

        目前，没有具体的理论或方法来指导核函数的

选取，但在在选取核函数解决实际问题时，有些通

常采用的方法。



a) 利用专家的先验知识预先选定核函数；

b) 分别试用不同的核函数，归纳误差最小的核函数就

是最好的核函数。

        例如，对傅立叶核、RBF核，结合信号处理问题中的函数

回归问题，通过仿真实验，对比分析了在相同数据条件下，采

用傅立叶核的SVM要比采用RBF核的SVM误差小很多。

c)  采用由Smits等人提出的混合核函数方法，将不同

的核函数结合起来后会有更好的特性，这是混合核函

数方法的基本思想。



       支持向量机对非线性数据样本，采用核方法，即核

函数映射等一系列非线性数据处理。

        在本质上讲，核方法实现了样本空间、特征空间和

类别空间之间的非线性变换。

       设 X、Xi 为样本空间的样本，考虑对样本空间的非

线性分类。样本空间到特征空间的映射函数为 ，则核

方法的基础就是实现向量的内积变换，如下式所示：

5.2  非线性问题的支持向量机



       非线性变换 (  ) 相当复杂，但核函数 K (  ,  ) 则
简单得多，在实际计算时，只用 K (  ,  ) ，而不需要

用  (  ) 。

        在线性分类中，有几个式子十分重要，分别是：

   (1) Lagrange乘子寻优函数：

    (2) 分类面函数：



        如果用核函数 K (  ,  ) 取代上面两个公式中的 X 
内积，很明显就相当于进行了从样本空间到特征空间

的非线性变换，因为这种取代实现了核函数分解成内

积的变换。

        这时有非线性问题寻优和分类函数：        



        很明显，这也是一种线性分类，它就是非线性支

持向量机，可以用结构图表示，如图5.2所示。它由

一个三层的网络组成：输入层、中间层和输出层。

         输入层是输入样本向量，中间层是基于 S 个支

持向量 Xi , i = 1, 2, …, S 的非线性变换，即核函数

 K ( X , Xi ) 。

       输出层是决策规则 d ( X )。



图5.2 非线性支持向量机网络结构示图

K ( X1, X) K ( X2, X) K ( XS, X)

d (X )

1y1
2y2

SyS

输出层

决策结果

中间层基于S
个支持向量

X1XS 的变换

输入层

X=(x1, x2, …, xd)
x1 x2

xd



5.3  非线性支持向量机实例

在实际应用中，用支持向量机求分类问题步骤

如下：

1. 选择适当核函数 K (  ,  ) ；

2. 求解寻优方程 A( )，得出Lagrange乘子 i  , 

     i =1, 2, …和 i   0 对应的支持向量；

3. 给出最优分类面方程：



XOR ( 异或 ) 分类问题：

         X1   = { ( 1, 0 ), ( 0, 1 ) }

         X-1  = { ( 1, 1 ), ( 0, 0 ) }

求它们的最优分类面。

X

Y



解：

        1.  选择核函数：选择以下的非线性映射

将二维数据映射到三维特征空间： 

xi1(zi1) xi2(zi2) xi1xi2(zi3) Label

1 0 0 1
0 1 0 1
1 1 1 -1
0 0 0 -1



2．解寻优方程 

     首先求出三维空间中的核函数：

      K ( zi , z ) = < z i ,  z >

                      

                      =                       



接着，对Lagrange寻优函数求导以获得最优值 *：

得到相应的优化方程：

再加上约束：



        联立上述四个方程组成方程组，求解得到拉格

朗日系数  的最优值为：

        

        

说明此例中的四个样本都是支持向量。



3.  给出最优分类面方程：

① 根据最优权向量 W * 的计算公式：

      计算得出最优的权值向量 W * = [ 1  1  -3 ] T

② 根据最优阈值b *的计算公式：

        其中，zi 和 zj 是来自两个不同类的支持向量。计

算得出最优阈值为：



最优分界面方程为：

   

映射回二维空间，可得：

如图5.3所示。 

图5.3 XOR问题SVM解
答示意图



例5.3  XOR问题的另一个核函数

输入向量 x 期望的类别 y
( +1， -1 ) +1
( -1，+1 ) +1
( -1， -1 ) -1
( +1,   +1) -1



1、核函数取多项式核函数



多项式核的基函数：

       多项式核函数展开后，可以得到基函数，也就

是构成核函数的内积基。它把二维输入向量映射到

高维特征空间。



       所以，多项式核函数的内积基为：

       根据此特征基，每个二维空间的样本都可以映

射成为六维空间中的一个向量。例如，x1 = ( +1,  -1 )
这个向量可以映射为：

                                      的计算类似可以完成。



       首先计算高维 (本例是六维)空间中的核函数

K ( xi ,  xj ) ，得到：

接着，对Lagrange寻优函数求导以获得最优值  *：



得到相应的优化方程：

再加上约束：



        联立上述五个方程组成方程组，求解得到拉格

朗日系数  的最优值为：

        

        

说明此例中的四个样本都是支持向量。



3.  给出最优分类面方程：

① 根据最优权向量 W * 的计算公式：

      计算得出最优的权值向量： 
② 根据最优阈值b *的计算公式：

        其中， (xi) 和  (xj) 是高维空间中来自两个不同

类的支持向量。计算得出最优阈值 b* =  0



最优分界面方程为：

   

映射回二维空间，可得二维分界面为：

                                - x1 x2 = 0



例5.4  存在两类样本集：

     SXA = { (1, 1), (1, 4), (4, 1), (4, 4)}

     SXB = { (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)}

求它们的最优分类面。



解：1.  选择核函数

              选二阶多项式核函数：

                      K ( X,  Xi )=  [ ( X  Xi  ) + 1 ]2

          2．解寻优方程 

       从而求出最优的  值以及对应的支持向

量 Xi
*及分界面的最优权重W * 、阈值 b*。        



3.  给出最优分类面方程：

计算得出分类面方程如下，结果如图5.4所示。

图5.4 例5.4解图


